2202.202%

A(ﬁOr;’rhmen und Wahrsd\ejﬂ(ldakdl'w Wicelns Wekrli

Heute:

I. Or‘ganu'sul'l'On

]I. Tl\e_or-g Recala
~ Zusumpmen 'wma
= Finden von Ackikulalionsknoten/Briscken ¢+ DFS —low
- Eu(er('oun und Ham'“'mkrc_(s

- (Scd‘z; Von Dirc.c,)
U, Aubuicmisbin

L . Orgah e ion

Theoﬁeau"\—aa\oe_h - jeo(e_ L. WOJ'!Q
(Qin&dn)

Pr'o&mmm{eraupgo.laen — |1 pro Woch e omgCE

_ m;nil'ed”s bmo( Peer\c)waol:n\t) T je.alc. WocJ\e_ au'arhiere_ml
~ Minitests behandeln immer nur den Slofl bis und

mit Dic_ns}qa vechen (ol\m__ Donm.v-dus Slrbu-)
Daten: 23.02,, 14.03. 75.03., 02,0, und 2. 0s.
= Peergrading besteht aus:
— Losen des Pwaraolirﬁ.sl\e,efs
= Gegenseitige Beuckeiluny
(Rd“Hv einfache BOhuspunkb_)
Daten:  07.03., 21,03, 11.04.,25.04. und 16.0.
— Wl’lai'S&pp Gruppe? QR-Cede hach ubung,ssl—um(e



I[;Tk&reFQLGP

(pmyl. Peeorie

Ein umge,riclal"ej‘er GVGPL a's} Cin TMreL 6= (V,E)
VWLQ;
V= {V,,., e g Y ’, ) ,V': h die knb"!hrhenjc l'sl—, und
c= ie,”..., e,.js- Zi_v\,vg 'u,vev,vﬁ-vgl,e"h die cMenje
der kanten dazwisden.

I(e;he_ d/\u“'ilmnk.\ kﬂ"l &([“Lbo,a
n urd v adjered & (M,\/ge E

eel st maided 20 & vee
WQ‘L\IOA”SGL“ P" Von I/C-:V Ih Gle, E)
N, (V)= {ueV | fun3eE}

H=(VH,E") st ein Teilgmph von 6=ll/6,l;6’

gw.

V“ C:'UG nd EH C E(,

“ is\' an 'holu%{erhr T-el'(-af‘&p"\ Voa G/ 5&3«1«1‘&% G(V,,]
Woan

VuQVG nhl E“:-Een(‘;_")




Iﬂllvli"l'v‘ (wieE, & {u,v}e Ega u,ve W

Wenn rwer Knoke M.vel/k sdhon in G verbumden Wa"Cr\/ dann
sind sle auds  1n GV verbunden.
+ lfel.uc heuen kanl'b\ ode~ Knolen ®

Bdwiclaul‘jal-c:
GlEy) *

6L (e ?
x= {EI l:I 6/H3
GIX) , Glvw) 2

Cin Qefl'éu'er Grapln ist an Tupe_( D= (V,A)

wobei

V=' {V,., v g YUn 5 y ,V'= h 0“2. knb“thhﬂenyc "s", Uund
E= ic,,,....,e,.\éé V/x V, lF:l——-M Aic kunhnmehab .

\ Hitr anA kenlben sz“osl' l(onc, Mthyg, Sondern

Tupel ¥V = (M, l/) anshakt M
l/lnoo.rlttl’l ,6}

0‘2@ (V) = # :'nzl'devd-e- kank"\
Gerid.'rdi

oteﬂf(l/) = # ausae‘aenolc Kante

0(25__ (v) = Eihoe‘\ewle kah‘kh




\A/l'ol\‘l'l‘&g, (Mnaeric"v}e"e) Gra,ohcw ((lm GQW%LC-}PI'L[()
\/'/l'n la("rqouﬂa ("1: wad l/k>

Wej !ea&(. Vc.Uc!'-

El}\e, Fo(bc r-l'l‘ k&nl'eh 2 bischen, V,-uno{ Vfl-1 pnfgralle
fe Sv{' S L'—/]J . Dn'e LAV\&L l's" L‘_".

‘éw%/%v/— s
Plod (ool ult) Py

Plad  (enyl. Pall, P,
E-'.'\ lﬁ/ta oLne_ M‘eo(crLo”'L kno k_h

Ps 6—o——o—s—0

anlm (e&.zl. C(os:ol Wc.lk!

Eiﬂ We\r, I"‘-",— Va= W

L>>\a V4

Elh kv‘(’.s (’n\t’l f.i.'l ! Cl’! Ls" eu-‘ %bltlks we ql(e

km}eq GuusHer SI'C"'" U*\i Ehdkm"‘tf\ l/e,ns(,l“eoteh Slh&{

O———

\O\/ u-k G 23h.



El'v\ Kreis ;5,' audh Q;n Zﬂubb AL((‘ en Z:bLlus
iﬁ} nl'(.lt" Wlﬂ(dih&,‘ el.n klfel's,

\/vlLSFa nﬂlo':lcr (7["(1"1 khz ( V"\/ (UL")) / 'Vn\=n

::\(?u,vj‘u,veu.,uﬂws

Ky

Biﬁarh*er Grq,.L 6_':! A(ﬁB‘ E !

E 2 [{uvd) ueh ved]  wngerihket
E & (AxB)u(B~4) ecick el
A 2

=

HnEr War Lcl !2:! ik Dimension A

V: {ol 430{, Kﬁh"'eh }Wl‘!cllh Z kﬂb“(h,(?(&\!.eu nn""S"'ru'Aﬁ
.S"‘L\ Gn e;hen Posf”l.bh Mn"ghgd.(n'o(a‘.



k_Ve‘yhlz,rer Gv‘a,»"\
VVGU : V(ej ll/) "‘_—L o
o/ , 3 —regu (<

O

—~~
ibw IEs
2 —hi"e&ular —'éﬁ kl/‘t-'s
kreis — &_rejkltzr

B(‘wm. Lmn,’ iLr aus AnD C.. BH ((mﬁ)

— s €m Hulcv\ Iﬂ.",r
Grad 1.

1. =2sh.
2. lc-ﬂ(jslb‘_, oo LC‘\'LLI'goq y A

| - _ fo(g"P(AS 3.
2. |€]=]v)— 5

loell'd"'aﬁ 2 olaron 51'»\0{ 'c...o'u\-'w.leq,‘ = "G |'5|— e;,‘ qu-"
Lwoal-aleky

6 Bc""""‘- % V x,b G V - 6 e“ll—l’lc‘;l"' 58-1:.:4
€inen Xy P‘aA .

o —17 DirecteA Acyclic Coudy
Sfdmol-c,’ ”\/a \ 5errd»‘e.l/~ kre?_s ’ DAG g isl— -
ep—rt goribbeke, Gl

" chidtl‘dt
J kreise.

o 1" ke cichlele~ kre;
) ge ;



Aufgabe 1 — Pfade, Wege, Kreise
Betrachten Sie folgenden Graphen G = (V, E).

d e 7

1. Welche Pfade der Lange 4 (d.h. mit 4 Kanten) gibt es von a nach e?

2. Welche Wege der Linge 4 (d.h. mit 4 Kanten) gibt es von a nach e?

3. Welche Kreise gibt es in G?

4. Wie viele Zykeln gibt es in G7



Zus ammenha g

Wir neanen ein Gragh G=(V,E) 2usaminenhangend, wenn

VS,*&,VI 9 S-J[ P,Qo.ol

ZW El"l nner Mna’

O—O—O PFM (kegxgduﬁomh
O-—;\O/j—“o W&'{’ (Vl;ﬁt:‘;é‘!’;, Kn obea und k&n"a\

\M'r Nnemnen emen TC;‘@"WL C—Q G e.t' ne Zusamhmlmngsltomronuh,
wenn er be_zug\{d\ dl.C_SCf‘ El'be,nsc'-a'-‘\' hax;ml isk.

l.e. XHQG-‘ %CH und H Eusahmenl\&ngehd.
CXh

Definition 1.23. Ein Graph G = (V,E) heisst k-zusammenhangend,
falls |V| > k + 1 und fiir alle Teilmengen X C V mit |X| < k gilt: Der
Graph G[V \ X] ist zusammenhangend.
Intuitiv: Man muss mindestens k Knolen (tad die
in2zudenten I(md-en) (6schen, ddarit der Graph nicht meh-

Zuso\hhoa‘aé;hacn A ek,

Bep.
st 2—=sh.
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k+1 2dh. = Lk 2<h.

2. S veV: o{%(y) <k
=7 G:‘:(V,e) l‘s',‘ hu'c.h" k— ?_S‘m

(Mah komte alle Mook baren vea Vehwerhen)

Definition 1.24. Ein Graph G = (V,E) heisst k-kanten-zusammen-
hdngend, falls fiir alle Teilmengen X C E mit |X| < k gilt: Der Graph
(V, E\ X) ist zusammenhangend.

0
__B__sl"'_ 0\)/ >o sk 2-kodea— 2sh.

i 2—kanten— 2sh.
RS 1

Bhk: A Fir keN:
k+1 —kanten—2sh. = k —kanten z¢h.
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g&"‘& Von l}'lthbt/‘

Satz von Menger:

Sei G = (V,E) ein Graph. Dann gilt:

G ist k-zusammenhangend genau dann wenn (gdw.)

Vu,v € V,u # v gibt es k intern-knotendisjunkte u-v-Pfade

Satz von Menger (Kanten-Version):

Sei G = (V,E) ein Graph. Dann gilt:

G ist k-kanten-zusammenhangend genau dann wenn (gdw.)

Yu,v € V,u # v gibt es k kantendisjunkte u-v-Pfade
/ lh SLn.J* SI‘QJJ' es Pomler mit u-y—( knol-cn/kanl—u)ml'oren

Die Aussage ish olieselbe,
\ Ahscjmau(iclf erem*m.n sinel a(ig, .Mu.sua X, elie

dea -Zusamnc_nl'ans 2Zersteren .

Es gilt immer:

(Knoten-)Zusammenhang = Kanten-Zusammenhang = minimaler Grad

Ak kulbionsknoter & Beiecken

Definition: Sei G = (V. E) ein zusammenhangender Graph.
Ein Knoten v € V' heisst Artikulationsknoten (engl. cut vertex)
gdw. G|V \ {v}] nicht zusammenhéngend ist

Definition: Sei G = (V. £) ein zusammenhangender Graph.
Ein Kante e € I/ heisst Briicke (engl. cut edge)
gdw. G—e nicht zusammenhangend ist

Acti kula‘c'onimfcn
\7 (V)] AT Bri'at.lcen

0/%\0 [ o

N4 24

(9



Sei 6=(V,E) 2sh.:

§%,yleC Bricke == dey(x)=1  oder x Ackikulabionsknoben

Beweisskizze: {_xlyfx Bhld:c = 6'=(V,E'\fx,9)) nicht 24

ihchsomloL g X -y P.,.aa( ;,. 6'. (4)
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Definition: Sei G = (V, E). Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf E

h
CUIe =1 oder

3 Kreis durch e und f

(zwf:<:>{

Die Aquivalenzklassen nennen wir Blocke.

2w El‘:hn&ruhj:

K-eis (Ehol- Cﬂ‘(‘-) !

(;—;" ,Ce:n& w:'alc.r‘wutn Krolen

h "
A ond k,..ok.\ kowen mehnnals ver -

koﬁeh&a

2y (EmL. clesead otk )
Aus dem DA Sheiyl:

Definition 3.19. An equivalence relation is a relation on a set A that is reflexive,
symmetric, and transitive.

W;t‘ ‘:Dhmu\ ﬁin"atj\ i/;"trrrl:'-CNI dass d,,__ W{Oh .(\.—‘
refleiv, transibiv und Symmebrisch sk



Fl hden /on APHL&(&J' ionsknoken el Bracken’

D FS — LDW: low[v] := kleinste dfs-Nummer, die man von v aus durch einen

gerichteten Pfad aus (beliebig vielen) Baumkanten und

maximal einer Restkante erreichen kann.
/DFs-fm
Gobd varislles low[] P 0(‘.\[], T, ol num
DFS-visit{G,v)
M — num +14 // >|‘£p courtle-
Abslv ] +— mum
(ov [v) — dfslv]
po al\ iv w]eE 0(0 ” "a- evey r\ugltLorot v
{ dbld =0 do il unvisited (fvn) Baw\,umlc)
T— Trivw) //add

enll rgcurgvclg

val = DPS-Vieit (6, ) nnr..., w lowl3) ik
(Ow[ﬂ*— Min (lm«[v) Val)

else aP iv,w3¢T J visibed (fv,w] Q&k‘-n"t)
low)]v] + hm((pw[v] o(psfwj)

T(’J'W‘t\ l_o w [V]

DFS (o (G, s)
VieV: (ol +0, dfslv]+— 0, isAHet ]+ fake
Num +— 0O
T— £
DES-Vasit (6,s)
POr aﬂ Ve Vﬂlo
it bwld= dAlsTv) tHen (s AdbVed b — Jrue
b dey($)>2 do isAckVedlS)¢— teue
dsc isArt A [T +— pal&,
redurn isAct Veol

/
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Wir haben hierbe! pOGe.m(c,s Lemma  verwendel:

v ist Artikulationsknoten
&= v =sund s hat in T Grad mindestens zwei, oder
v # s und es gibt w € V mit {v,w} € E(T) und low[w] > dfs[v].

ul’\ Bl‘ﬁclzb\ ol ‘e'l‘“b‘en, hﬁs'l-en Wir C;hphCL Iou de- Exh-uh’«»«,
Mmda LU“hk verwenden'

Eine Baumkante e = (v,w) (v Elternknoten, w Kindknoten) ist genau
dann eine Briicke, wenn low[w] > dfs[v].

il suels oo eo( e exihs,
/ Low[VJ < 0”:3[!/7
v st kein AV.
else
lo W) 2 dfis(v]
wnhd v sk ein AV

Beweds idee:

|L Sudh an edge exubs
i (enTw]] £ dps Yv] una
i v ,w} ‘sf keme Rride
els
(ovvr"j = dfstvj und
(v, ] ish eme Brocke




Eulertorr & Pops onkrets

Eim, Eulerfows st en 5exk(o>seup Veﬂ (2{1\:1“\) ™ 6=(V’E)I
der _)eh Konte Gerom enral e,nH«"U'

Sl’\k’ Cule ton Z Culer zﬁlzlus

Ein Bamilloakress ish ein keeis in 6=(VE), der jeden
Krolen genan einral enflal-.

Eulertone pa-q(m (a"ﬂ'-""""‘"-*\( das eine exd._):

EULERTOUR/(G, Vstart)

// Schneller Laufer
W «—RANDOMTOURG (Vstart)
// Langsamer Ldufer
ylangsam  Startknoten von W.
while vien9sea™ st nicht letzter Knoten in W do
v « Nachfolger von v'"9s¢™ in W
if Ng(v) # 0 then
W' «— RANDOMTOURg(V)
// Erganze W = W, + (v) + W, um die
/] Tour W' = (vi =V, vyy..cyVp_1, Vg = V)
WeW +W4+W,
vlangsam . Nachfolger von v'4"95¢™ in W

return W

o0 oMo R

e =
= O

e

RANDOMTOURG (Vstart)

1: V& Vgiart

2: W (v)

3: while Ng(v) # 0 do

Wahle v,ext aus Ng(v) beliebig.
Hange vy an die Tour W an.
e — {V, Vnext}

Losche e aus G.

V & Vnext

9: return W

o A S
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Vl'L schoa 1~ A{\D 9&(‘&4

Satz: Ein zusammenhangender Graph G = (V, E) enthéalt eine Eulertour
gdw. der Grad jedes Knotens gerade ist.

... und eine solche kann man in O(IEl) Zeit finden

Fﬁr hah;‘lbnl:na’w, 5:1" es kﬂilt wld &'h‘-\nk VO@MWQ\L.

Satz: Seien m,n > 2.

Ein nxm Gitter enthélt einen Hamiltonkreis gdw n*m gerade ist.

Satz: Ein bipartiter Graph G = (A U B, E) mit |A| # |B| kann keinen
Hamiltonkreis enthalten.

d=2: d=3: 101 111
10‘ 11‘
'—'

00
10
11
01

analog furd =z 4




Sod‘?_; Vo Dirac,

Jeder Graph G = (V, E) mit [V| = 3 und Minimalgrad
8(G) = |V|/2 enthalt einen Hamiltonkreis.

L. Au waLkmi)mng

Aufgabe 4 — Eine generelle Eigenschaft von Graphen

Zeigen Sie, dass jeder Graph G mit n > 2 Knoten zwei Knoten v # w enthilt, sodass deg(v) =
deg(w).

Hinweis: Fiir ein gegebenes n, was ist der grosstmogliche Grad den ein Knoten haben kann?



Aufgabe 5 — Algorithmus

Beschreiben Sie einen Algorithmus der das folgende Problem lost: Gegeben ist die Eingabe be-
stehend aus einen Graphen G = (V| E) mit n Knoten (gehen Sie davon aus, dass der Graph als
Adjazenzliste gegeben ist). Ihr Algorithmus soll “Ja” ausgeben, falls G ein Baum ist und “Nein”
andernfalls.

Wie immer wenn Sie einen Algorithmus beschreiben gehéhrt zu einer vollstindigen Losung: eine
klare Beschreibung des Algorithmus, ein Korrektheitsbeweis und eine Laufzeitanalyse.

Hinweis: Fiir diese Aufgabe diirfen Sie das Statement aus Aufgabe 6 ohne Beweis verwenden.



